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Аннотация. Многие процессы в живых организмах подвержены периодическим колебаниям на различных 
иерархических уровнях их организации: от молекулярного-генетического до популяционного и экологиче-
ского. Осциллирующие процессы отвечают за клеточные циклы как у прокариот, так и у эукариот, за циркад-
ные ритмы, синхронную связь дыхания с сердечными сокращениями и др. Колебания численностей организ-
мов в природных популяциях могут быть обусловлены собственными свойствами популяций, их возрастной 
структурой, а также экологическими взаимоотношениями с другими видами. Наряду с экспериментальными 
подходами, для исследования осциллирующих биологических систем широко применяется математическое и 
компьютерное моделирование. В данной статье представлены классические математические модели, которые 
описывают осциллирующее поведение в биологических системах. Приведены методы поиска осциллирующих 
молекулярно-генетических систем на примере их частного случая – осциллирующих ферментативных систем. 
Рассмотрены факторы, влияющие на циклическую динамику в живых системах, характерные не только для 
молекулярно-генетического уровня, но и для более высоких уровней организации. Обсуждается применение 
различных способов описания генных сетей для моделирования осциллирующих молекулярно-генетических 
систем, где важнейшим фактором возникновения циклического поведения является наличие обратных связей. 
Представлены технологии поиска потенциально осциллирующих ферментативных систем. С помощью метода, 
описанного в статье, проводится поэтапный процесс построения и анализа сначала структурных моделей (гра-
фов) генных сетей, а затем реконструкции математических моделей и вычислительных экспериментов с ними. 
Структурные модели идеально подходят для задач автоматического поиска потенциальных осциллирующих 
контуров (связных подграфов), структура которых может соответствовать математической модели молекуляр-
но-генетической системы, демонстрирующей осциллирующее поведение в динамике. При этом именно чис-
ленное исследование математических моделей для отобранных контуров позволяет подтвердить наличие в 
них устойчивых предельных циклов. В качестве примера применения технологии проанализирована сеть из 
300 метаболических реакций бактерии Escherichia coli с использованием инструментов математического и ком-
пьютерного моделирования. В частности, показано осциллирующее поведение для контура, реакции которого 
входят в путь биосинтеза триптофана.
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Abstract. Many processes in living organisms are subject to periodic oscillations at different hierarchical levels of  their 
organization: from molecular-genetic to population and ecological. Oscillatory processes are responsible for cell cycles 
in both prokaryotes and eukaryotes, for circadian rhythms, for synchronous coupling of respiration with cardiac con-
tractions, etc. Fluctuations in the numbers of organisms in natural populations can be caused by the populations’ own 
properties, their age structure, and ecological relationships with other species. Along with experimental approaches, 
mathematical and computer modeling is widely used to study oscillating biological systems. This paper presents clas-
sical mathematical models that describe oscillatory behavior in biological systems. Methods for the search for oscil-
latory molecular-genetic systems are presented by the example of their special case – oscillatory enzymatic systems. 
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Factors inf luencing the cyclic dynamics in living systems, typical not only of  the molecular-genetic level, but of  higher 
levels of organization as well, are considered. Application of different ways to describe gene networks for modeling os-
cillatory molecular-genetic systems is considered, where the most important factor for the emergence of cyclic beha-
vior is the presence of feedback. Techniques for f inding potentially oscillatory enzymatic systems are presented.  Using 
the method described in the article, we present and analyze, in a step-by-step manner, f irst the structural models 
(graphs) of gene networks and then the reconstruction of the mathematical models and computational experiments 
with them. Structural models are ideally suited for the tasks of an automatic search for potential oscillating contours 
(linked subgraphs), whose structure can correspond to the mathematical model of the molecular-genetic system that 
demonstrates oscillatory behavior in dynamics. At the same time, it is the numerical study of mathematical models 
for the selected contours that makes it possible to conf irm the presence of stable limit cycles in them. As an example 
of application of the technology, a network of 300 metabolic reactions of the bacterium Escherichia coli was analyzed 
using mathematical and computer modeling tools. In particular, oscillatory behavior was shown for a loop whose reac-
tions are part of the tryptophan biosynthesis pathway.
Key words: oscillations; feedback; cyclic processes; modelling of biological systems.
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Введение
Многие процессы в живых организмах подвержены пе-
риодическим колебаниям на различных иерархических 
уровнях их организации: от молекулярного-генетического 
и до популяционного и экологического. Так, например, на 
молекулярно-генетическом уровне происходят осцилля-
ции концентраций белка p53, участвующего в апоптозе 
или задержке клеточного цикла при повреждении ДНК, 
и его ингибитора Mdm2 (Prives, 1998; Lahav et al., 2004), 
колебания концентраций гормонов в клетке, таких как 
мелатонин (Boccalandro et al., 2011), пролактин, общий 
холестерин (Garde et al., 2001) и другие; внутриклеточные 
и межклеточные колебания концентраций ионов кальция 
(Pasti et al., 1997; Allen et al., 2000).

Одним из хорошо известных примеров периодических 
процессов на уровне всего организма являются циркад-
ные ритмы, за работы по исследованию которых в 2017 г. 
была вручена Нобелевская премия по физиологии и меди-
цине (Young et al., 1984; Siwicki et al., 1988; Hardin et al., 
1990; Price et al., 1998). Джеффри Холл, Майкл Росбаш 
и Майкл Янг обнаружили ген period у дрозофил, кото-
рый регулируется посредством обратной связи продук - 
том это го гена – белком PER, что и составляет молекуляр-
ную основу циркадных ритмов.

В работе (Podkolodnyy et al., 2017) рассмотрены гены, 
находящиеся в клетках печени и почек, которые имеют по-
вышенную экспрессию с определенной периодично стью 
в течение 24-часового цикла. В последующей публикации 
авторы представили обзор различных математических 
моделей, применяющихся для моделирования автономных 
циркадных часов в клетках млекопитающих (Podkolod-
naya et al., 2017).

На клеточном уровне к циклическим процессам мож-
но отнести клеточные циклы у прокариот и эукариот 
(Cooper, 1991). Такие важные циклические процессы, как 
сердцебиение (Ashkenazy et al., 2001), дыхание, а также 
синхронная связь дыхания с сердечными сокращениями 
(Yasuma, Hayano, 2004), фотосинтез (Holtum, Winter, 2003) 
и другие подобные процессы происходят на уровне от-
дельного органа или функциональных систем организма.

Популяционные волны (Четвериков, 2009) представ-
ляют классический пример циклических процессов на 

популяционном уровне организации живой материи. 
Колебания численностей организмов в природных попу-
ляциях могут быть обусловлены как внешними средовыми 
факторами, так и собственными свойствами популяции, ее 
возрастной структурой и экологическими взаимоотноше-
ниями с другими видами. В циклических процессах попу-
ляционного уровня важную роль играет такой природный 
фактор, как сезонность, влияющий на миграцию птиц, 
впадение в анабиоз, появление и опадение листьев и т. д.

Например, в работе (Erdakov, Moroldoev, 2017) рассма-
тривается цикличность в динамике численности красной 
полевки, которая изменяется в зависимости от географи-
ческого обитания и внешних условий в ареале. В другом 
исследовании с помощью стохастической модели авторы 
анализировали, как изменяется численность популяции 
при потреблении вредных пищевых ресурсов (Перцев, 
Логинов, 2011). Вообще говоря, изучение динамики по-
пуляций, нередко циклической, – один из самых исследуе-
мых процессов, для которого привлекают и эмпирические, 
и математические методы, в том числе моделирование 
(Volterra, 1928; Базыкин, 2003; Ризниченко, 2017).

Наконец, на экологическом уровне к циклическим 
про цессам можно отнести биогеохимические циклы, 
т. е. процессы динамического обмена химическими ве-
ществами между организмами (от прокариот до высших 
животных и растений) и элементами биосферы (почва, 
вода, воздух) (Заварзин, 2003, 2011; Van Cappellen, 2003; 
Struyf et al., 2009).

Циклические процессы в биологии исследуют с по-
мощью экспериментальных и теоретических методов, и 
математическое моделирование служит одним из основ-
ных инструментов их изучения, в частности в вопросах 
нахождения областей стационарного, осциллирующего и, 
возможно, хаотического поведения (Романовский и др., 
1975; Шноль, 1996; Becks, Arndt, 2013).

Первые работы, посвященные осциллирующим био-
химическим процессам, принадлежат Альфреду Лотке 
(Lot ka, 1910). Он описывал динамику биохимических 
процессов с помощью систем нелинейных  обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Примерно в это же время, 
независимо от Лотки, подобные модели, но в приложе-
нии к популяционно-экологическим задачам разработал 



T.N. Lakhova, F.V. Kazantsev 
S.A. Lashin, Yu.G. Matushkin

320 Вавиловский журнал генетики и селекции / Vavilov Journal of Genetics and Breeding • 2021 • 25 • 3

The finding and researching algorithm  
for potentially oscillating enzymatic systems

Вито Вольтерра. Впоследствии они получили название 
«модели Лотки–Вольтерры». Дальнейшее исследование 
осциллирующих химических процессов привело к от-
крытию систем типа Белоусова–Жаботинского, колебания 
в которых происходят не только во времени, но и в про-
странстве и, стало быть, могут описываться не только 
обыкновенными дифференциальными уравнениями, но 
и дифференциальными уравнениями в частных произ-
водных (Жаботинский, 1974; Филд, Бургер, 1988; Муш-
такова, 1997; Шноль, 2009).

В данной статье представлен обзор классических ма-
тематических моделей, которые описывают осциллирую-
щее поведение в биологических системах, а также при-
ведены примеры методов для поиска таких систем на 
примере ферментативных осциллирующих систем. Рас-
сматриваются роль генных сетей при моделировании ос-
циллирующих молекулярно-генетических систем и фак-
торы, влияющие на наличие или отсутствие осциллирую-
щего поведения в различных молекулярно-генетических 
системах.

Классические модели и методы  
моделирования осциллирующих процессов
К первым математическим подходам, описывающим 
ос циллирующие процессы, можно отнести модели, уже 
ставшие классическими в области математической био-
логии (Ризниченко, 2002). В одной из работ, посвященных 
теории периодических реакций, Лотка исследовал хими-
ческую реакцию вида
       A → X → Y → B,       (1)
где X → Y является автокаталитическим процессом. На 
основе закона действующих масс он описал эту реакцию 
следующими дифференциальными уравнениями (Lotka, 
1910):

         
dx
dt  = k0 – k1xy,

dy
dt  = k1xy – k2 y,

       (2)

где k0, k1, k2 – константы; x, y – концентрации веществ.
Следующая модель, которую представил Лотка (Lotka, 

1920), а затем независимо сформулировал Вольтерра (Vol-
terra, 1928), описывает две автокаталитические реакции 
(A → X и X → Y). Модель Лотки–Вольтерры имеет сле-
дующий вид:

          
dx
dt  = ax – bxy,

dy
dt  = cxy – dy,

       (3)

где a, b, c, d – скорости превращения одних веществ в 
другие; x, y – концентрации веществ. Эта модель известна 
также под названием «система хищник–жертва» и приме-
няется в популяционной динамике для объяснения перио-
дических колебаний численности особей в популяциях.

В тот же период времени вышла в свет статья с моделью 
осциллятора ван дер Поля и ван дер Марка (van der Pol, 
van der Mark, 1928). Они смоделировали сердце как три 
связанные системы релаксации: синусный узел, предсер-
дие и желудочек. При построении модели сердца авторы 

выбрали экспериментальную установку, состоящую из 
нео новой лампы, конденсатора, резистора и батареи, ко-
торая способна производить релаксационные колебания. 
Однако эта система воспроизводит только некоторые ре-
жимы работы сердца, что объясняется сложностью иссле-
дуемого объекта. Модель описывается уравнением вида

            d 
2v
dt 2  – α(1 – v2) dv

dt  + ω2v = 0,        (4)

где α – положительная величина, являющаяся параметром 
осциллятора (отвечает за нелинейность и затухание коле-
баний); ω – частота колебаний; v – значение, соответству-
ющее показанию сердечного ритма.

Примечательна эта модель тем, что нашла применение 
не только в задачах биологии, но и в физике и других нау-
ках. Например, в обзоре (Кузнецов и др., 2014) приведен 
ряд задач, в которых применялся данный осциллятор. 
В частности, авторы подробно останавливаются на мо-
делировании процессов человеческого организма, таких 
как миоэлектрическая активность в толстой кишке, про-
цессы возбуждения и торможения нейронов. В работе 
(Rompala et al., 2007) рассматриваются три осциллятора  
ван дер Поля для изучения синфазного режима, который 
соответствует синхронизированному периодическому 
по ведению циркадных ритмов. Причем два из них соот-
ветствуют моделям глаз, а третий осциллятор является 
моделью мозга (главным образом представлен шишковид-
ным телом), через который и осуществляется взаимосвязь 
первых двух. Авторы рассматривали периодическое из-
менение концентрации мелатонина под воздействием цир-
кадных ритмов как возможную схему связи между глаза-
ми и шишковидной железой.

В 1965 г. вышла статья Брайана Гудвина (Goodwin, 
1965), в которой поднимается вопрос о роли осцилли-
рующего движения в организации клеточных процессов 
во времени. Для математического исследования осцил-
лирующего поведения в модельных системах, включа-
ющих процессы регуляции ферментов, Гудвин вводит 
определенные концепции термодинамической природы и 
приводит модель процесса генетического контроля син-
теза ферментов:

      d Xi
dt   = ai

Ai + kiYi
 – bi ,

           (5)
      d Yi

dt   = ai Xi – bi ,

где Xi – концентрация мРНК i-го вида; Yi – концентрация 
белка (репрессора) i-го вида, а параметр ki описывает 
взаимодействия между ДНК и репрессором. 

Еще одним из классических примеров является модель 
Хиггинса (Higgins, 1964) колебательных реакций в систе-
ме гликолиза, схема которой представлена ниже:

    

GLU → F6P,
F6P + E *    1  → E *    1  ∙ F6P,  
E *    1  ∙ F6P → E *    1  + FDP,
FDP + E +    1  ↔ E *    1 ,
FDP + E2 → E2 ∙ FDP,
E2 ∙ FDP → E2 + GAP.   

          (6)
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Здесь GLU, F6P, FDP, GAP – обозначения биохимических 
веществ, вступающих в реакции; E *    1  – активная форма 
фермента (фосфофруктокиназа); E +    1  – неактивная форма 
фермента; E2 – фермент, представляющий комплекс из 
альдолазы и триозофосфат-изомеразы.

Хиггинс рассматривает общие типы путей протекания 
ферментативных реакций гликолиза, при которых хими-
ческий механизм проявляет осциллирующее поведение. 
Поэтому в своей работе он учитывает следующие усло-
вия: 1) одно из участвующих в реакции веществ должно 
активировать выработку самого себя при условии, что 
концентрация второго вещества постоянна; 2) второе ве-
щество должно инактивировать выработку собственной 
чистой продукции; 3) должна быть перекрестная связь 
взаимодействия веществ, т. е. если увеличение первого 
вещества активирует выработку второго, то увеличение 
второго вещества ингибирует выработку первого, и на-
о борот.

Сельков в своей классической статье (Sel’kov, 1968) в 
соответствии с законом действующих масс приводит ма-
тематическую модель гликолитической системы, осно-
ванную на превращениях фосфофруктокиназы (PFK):

 
ds1
dt   = v1 – k+1s1x1 + k–1x2 ,

 
ds2
dt   = k+2 x2 – k+3 s

γ
  2 e + k–3 x1 – k2 s2 ,

 
dx1
dt   = –k+1s1x1 + (k–1 + k+2) x2 + k+3 s

γ
  2 e – k–3 x1 ,     (7)

 
dx2
dt   = k+1s1x1 – (k–1 + k+2) x2 ,

 de
dt   = –k+3 s

γ
  2 e – k–3 x1 ,       

где s1 – субстрат (АТФ); v1 – скорость притока субстрата 
из некоторого источника; s2 – продукт реакции (АДФ); 
v2 = k2s2 – скорость оттока продукта из системы; e – свобод-
ный фермент (фосфофруктокиназа), который неактивен 
сам по себе, но становится активным, когда соединяется 
с молекулами продукта в виде комплекса – ES γ       2 ; x1 – моле-
кула комплекса (ES γ       2); x2 – молекула фермент-субстратного 
комплекса (S1ES 

γ
       2);  s

γ
  2 – молекулы продукта, вступающие 

в комплекс со свободным ферментом; γ > 1 – параметр, 
отвечающий за количество молекул продукта; k+1, k+2, k+3 – 
скорости протекания прямых реакций; k–1, k–3 – скорости 
протекания обратных реакций; t – время.

В работе (Goldbeter, Lefever, 1972) представлена мо дель 
гликолитической системы, которая является обобщени-
ем моделей Хиггинса (Higgins, 1964, 1967) и Селькова 
(Sel’kov, 1968) и основана на механизме положительной 
обратной связи, а именно активации продукта фермен-
том PFK. 

В статье (Boiteux et al., 1975) авторы не только проана-
лизировали аллостерическую модель колебательной ре-
акции фосфофруктокиназы, но и экспериментально про-
верили теоретические предсказания. Полученные данные 
для модели хорошо согласовались с экспериментальными 
данными.

В 2000 г. была представлена модель популяции дрож-
жей, состоящих из небольшого ансамбля отдельных кле-
ток, с целью описать феномен синхронизации гликоли-
тических колебаний. При этом связь между клетками 
осуществлялась через обмен ацетальдегидом (Bier et al., 
2000). Также гликолитические осцилляции изучались 
с помощью стохастических методов и теории хаоса: в ра-
бо те (Bashkirtseva, Ryashko, 2017) за основу бралась мини-
мальная модель Селькова, а в (Ryashko, 2018) – двумерная 
мо дель Хиггинса.

В биохимии активно изучаются процессы изменения 
концентрации ионов в клетках, которые могут повышать 
или снижать активность ферментов. Они также участвуют 
в обмене углеводов, липидов и белков, играют важную 
роль при передаче сигналов через сигнальные пути и от-
вечают за возбудимость клеток. Один из таких процес сов – 
периодическое изменение концентраций ионов кальция. 
Для исследования этих периодических процессов был 
разработан ряд математических моделей. Впервые модель, 
описывающая колебания концентра ции ионов кальция, 
была предложена Голдбетером и Дюпо ном (Dupont, Gold-
beter, 1989):

             d Zdt   = v0 + v1β – v2 + v3 – kZ,
           (8)
             d Ydt   = v2 – v3.

Здесь Z – концентрация кальция в цитозоле; Y – концен-
трация кальция в IP3 (инозитол-1,4,5-трифосфат) эндо-
плазматическом ретикулуме; vi (i = 0, …, 3) – скорости 
протекания реакций.

Авторы анализировали условия возникновения устой-
чивых колебаний на основе механизма высвобождения 
кальция из внутриклеточных запасов (Calcium-induced 
cal cium release, CICR). В последующих работах (Goldbe- 
 ter et al., 1990; Dupont et al., 1991; Dupont, Goldbeter, 1993) 
они продолжили изучение колебаний концентраций каль-
ция на основе той же минимальной модели.

В это же время Мейер и Страйер (Meyer, Stryer, 1988; 
Meyer, 1991) исследовали колебания концентраций каль-
ция, рассматривая механизм перекрестной связи (inositol 
cross-coupling, ICC) IP3 с внеклеточным, цитозольным 
и эндоплазматическим Ca2+. В работе (Lavrentovich, 
Hemkin, 2008) предложена модель для спонтанных коле-
баний Ca2+ в астроцитах, учитывающая представленные 
выше механизмы, а также получение IP3 независимым от 
рецептора способом.

Следом за Голдбетером и Дюпоном гипотезу о том, 
что в невозбудимых клетках амплитуды осциллирующих 
процессов могут быть специфичными в зависимости от 
типа клеток и варьироваться от диффузии Ca2+, проверили 
Краус с коллегами (Kraus et al., 1996). Свое исследование 
они провели с помощью стохастического компьютерного 
моделирования на двумерной модели колебаний Ca2+.

Анализ осциллирующих процессов в живых системах 
показывает, что важнейшим фактором возникновения 
циклического поведения являются обратные связи в си-
стеме (Колчанов и др., 2000). Различают положительную 
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и отрицательную обратную связь, о которых в свое время 
говорили Гудвин, Волтер, Кардон, Иберал и другие ис-
следователи (Goodwin, 1965; Walter, 1969, 1970; Cardon, 
Iberall, 1970). Оба типа этих связей могут влиять на воз-
никновение циклической динамики в системе (Лихошвай 
и др., 2001; Goldbeter, 2002; Tyson et al., 2003).

На молекулярном уровне по принципу обратных связей 
регулируется огромное число ферментативных реакций, 
одновременно протекающих в живой клетке. На скорость 
их протекания могут влиять такие соединения, как ин-
гибиторы, активаторы, кофакторы, аллостерические эф-
фекторы и др. Еще в 1913 г. биохимики Михаэлис и Мен-
тен вывели уравнение зависимости скорости реакции, 
катализируемой ферментом, от концентрации субстрата 
(Michaelis, Menten, 1913). Позже исследователями с по-
мощью вычислительных методов было показано, что оп-
тимизация параметров уравнения путем приближения 
модельных данных к экспериментальным соответствует 
результатам, полученным вручную Михаэлисом и Ментен 
для их константы.

Несколько лет назад был проведен обзор того, как в 
течение столетия появлялись, менялись и модифициро-
вались методы количественного анализа ферментативной 
кинетики (Johnson, 2013). Тогда же вышла в свет статья 
(Goldbeter, 2013), в которой рассмотрено влияние кине-
тики Михаэлиса–Ментен на осциллирующее поведение в 
ферментативных системах, а именно: в гликолизе – в зави-
симости от активности фосфофруктокиназы, в клеточном 
цикле – от циклинзависимых киназ.

Примеры осциллирующих процессов рассмотрены Но-
ваком и Тайсоном (Novák, Tyson, 2008). Ими сформули-
рованы необходимые условия для осцилляций в системе: 
отрицательная обратная связь, запаздывание, достаточная 
«нелинейность» кинетических реакций и правильная ба-

лансировка временного масштаба обратимых химических 
реакций.

В своем недавнем обзоре Тайсон с коллегами собрали 
различные подходы к моделированию динамики поведе-
ния биохимических регуляторных сетей, которые были 
разработаны за последние 50 лет (Tyson et al., 2019). Об-
суждаются такие модели, как булевы (логические), мо-
дели, состоящие из кусочно-линейных или полностью 
нелинейных систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений, и стохастические модели, включающие комби-
нированные детерминированно-стохастические подходы. 
Основное внимание авторы уделили двум подходам: моде-
лированию генетических регуляторных систем как сетей 
переключателей на основе булевой алгебры и моделиро-
ванию метаболических и сигнальных сетей с помощью 
систем нелинейных дифференциальных уравнений. При 
этом они рассматривали только пространственно одно-
родные системы. Показаны достоинства и недостатки 
каждого метода в зависимости от типа и количества до-
ступной экспериментальной информации.

Модели, обсуждаемые в данном разделе обзора, пред-
ставлены в табл. 1.

Применение генных сетей  
при моделировании осциллирующих систем
Моделирование метаболизма часто сопряжено с модели-
рованием генетической регуляции (Smolen et al., 2000; 
Hecker et al., 2009). Интегрирующую роль в данном случае 
отводят концепции генных сетей (Колчанов и др., 2013; 
Ocone et al., 2013).

Основная задача теории генных сетей – выявление 
при чинно-следственных связей между структурно- функ-
цио нальной организацией генных сетей (ГС) и их дина-
мическими свойствами (Chen et al., 2010; Колчанов и 

Таблица 1. Краткая характеристика ряда классических моделей с осциллирующим поведением

Название модели Моделируемый  
биологический процесс

Класс модели Вид обратных связей  
и их количество

Модель Лотки  
(Lotka, 1910)

Биохимическая реакция Нелинейная неоднородная СОДУ  
с постоянными коэффициентами 

Положительная (1)  
и отрицательная (2)

Модель Лотки–Вольтерры 
(«хищник–жертва»)  
(Lotka, 1920; Volterra, 1928)

Биохимическая реакция;  
популяционная динамика

Нелинейная однородная СОДУ  
с постоянными коэффициентами

Положительная (2)  
и отрицательная (2)

Осциллятор ван дер Поля 
(van der Pol, van der Mark, 
1928)

Работа сердца, возбуждение 
и торможение нейронов,  
миоэлектрическая актив-
ность в толстой кишке и др.

Нелинейное однородное ОДУ  
второго порядка – уравнение  
Лиенара, которое можно свести  
к ДУ первого порядка

Отрицательная (2)  
и положительная (1) 

Осциллятор Гудвина 
(Goodwin, 1965)

Генетический контроль  
синтеза ферментов

Нелинейная неоднородная СОДУ  
с постоянными коэффициентами

Отрицательная (1)  
и положительная (1)

Модель Селькова  
(Sel’kov, 1968)

Ферментативная реакция Линейная неоднородная СОДУ  
с постоянными коэффициентами

Отрицательная (ингибирование 
субстратом), положительная  
(активирование продуктом).
Отрицательная (9),  
положительная (7) 

Модель Дюпона–Голдбетера 
(Dupont, Goldbeter, 1989)

Колебания концентрации 
кальция

Линейная неоднородная СОДУ  
с постоянными коэффициентами

Положительная (4)  
и отрицательная (3)

Примечание. ОДУ – обыкновенное дифференциальное уравнение; СОДУ – система ОДУ.
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др., 2013). При этом под структурно-функциональной 
организацией ГС понимается совокупность молекулярно-
генетических и биохимических процессов, а под динами-
ческими свойствами – кинетика изменений во времени 
концентраций конечных продуктов.

Для понимания фундаментальных особенностей дина-
мики регуляторных ГС очень ценную информацию дают 
компьютерный анализ и моделирование генных сетей 
малой размерности, особенно гипотетических. В ИЦиГ 
СО РАН В.А. Лихошваем с коллегами разработана теория, 
связывающая структурно-функциональную организацию 
гипотетических ГС с их динамикой (Лихошвай и др., 2001, 
2003; Фадеев, Лихошвай, 2003; Демиденко и др., 2004; 
Likhoshvai et al., 2004). А именно, определено понятие 
гипотетической генной сети (ГГС); приведены правила 
формализации описания и сборки из них математических 

моделей; для ГГС сформулирован (n, k)-критерий для 
предсказания некоторых свойств моделей по структуре 
графа сети; введены четыре класса ГГС в соответствии с 
типами регуляторных связей в сети, а также представлены 
аналитические и численные исследования моделей для 
каждого класса ГГС.

В частности, сначала теоретически, а затем численно 
продемонстрировано, как появление новой регуляторной 
связи приводит к качественному изменению динамики 
генной сети (рис. 1). Так, добавление еще одной регу-
ляторной связи в генную сеть кардинально меняет воз-
можные режимы функционирования этой сети: если в 
исходной сети было возможно только одно стационарное 
состояние, то после добавления еще одной регуляторной 
связи возможных состояния уже два – стационар (как в 
прежнем случае) и циклический режим.

Рис. 1. Связь структурной модели (графа) гипотетической генной сети с ее динамикой: А – структура гипотетической генной сети из 4 генов 
и 8 отрицательных обратных связей; Б – динамика гипотетической генной сети А; В – структура модифицированной генной сети А, к которой 
добавлена дополнительная отрицательная регуляторная связь  – ингибирование экспрессии гена  g4 продуктом гена  g1 (обозначено синей 
стрелкой); Г – динамика модифицированной генной сети В.
Зеленые прямоугольники (gi ) – гены; ломаная линия  – РНК, соответствующая определенному гену; розовый эллипс  – полипептидная цепь белка; 
 несколько розовых эллипсов  – комплекс белков, осуществляющий регуляцию генов (регуляция показана красной стрелкой). Модифицировано по 
( Колчанов и др., 2008).
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Связь структур генных сетей с наличием в них динами-
ческих циклов исследуется не первый год. В частности, 
теоретически показана связь между структурой сети и 
цик лической динамикой (Лихошвай и др., 2003; Деми-
денко и др., 2004; Novák, Tyson, 2008). В работе (Elowitz, 
Leib ler, 2000) была спроектирована и изучена генетиче-
ская сеть репрессилятора, в котором рассматриваемая 
сеть за мы кается в цикл взаимодействия по принципу 
от рицательных обратных связей. Авторы эксперименталь-
но показали, что такой тип сети имеет осциллирующий 
ре жим поведения.

В Институте математики им. С.Л. Соболева СО РАН 
раз рабатывается качественная теория динамических сис-
тем, описывающих различные генные сети, которые ре-
гулируются обратными связями. В.П. Голубятников с 
соавторами изучали в таких системах вопросы суще-
ствования и единственности периодических решений, 
существования замкнутых траекторий, устойчивости 
циклов и др. (Гайдов, Голубятников, 2007; Golubyatnikov 
et al., 2010; Акиньшин, Голубятников, 2012; Голубятников, 
Казанцев, 2016; Голубятников, Кириллова, 2018). Интерес 
в анализе поведения таких траекторий состоит в том, что 
они соответствуют режимам функционирования генных 
сетей. В статье (Likhoshvai et al., 2020) было показано, 
что в моделях простейших кольцевых генных сетей при-
сутствуют колебательные траектории и они устойчивы.

Метод поиска осциллирующих  
молекулярно-генетических систем
Опишем алгоритм поиска осциллирующих молекулярно-
генетиче ских систем (рис. 2). В алгоритме используются 
следующие информационные ресурсы, как разработан-
ные авторами (в частности, база данных MAMMOTh как 
источник структурных и математических моделей мета-
болических реакций Escherichia coli (Kazantsev et al., 
2018)), так и широко известные в системной биологии – 
Cytoscape (cytoscape.org), инструмент работы со структур-
ными мо делями, и Copasi (Hoops et al., 2006), инструмент 
рекон струкции и исследования математических моделей. 
Язык программирования Python (python.org) служит ин-
струментарием обработки данных и связующим звеном 
между этапами.

На вход алгоритма поступает структурная модель – граф 
генной сети с типизацией элементов модели и их отноше-
ний. В узлах графа лежат два типа вершин: биологические 
вещества (молекулы и их агломераты) и процессы (или 
реакции). Дуги задают следующие отношения между 
вершинами: вещество является субстратом в реакции, ве-
щество является продуктом реакции, вещество является 
регулятором реакции. Эта информация может быть полу - 
чена сразу из моделей в форматах SBML (Hucka et al., 
2003), SBGN (Le Novère et al., 2009), из профильных 
инструментов работы со структурными моделями или за-
дана пользователем в рамках пользовательских скриптов 
Python. На сегодняшний день источником данных может 
служить любая база данных, имеющая информацию о ме-
таболических путях и моделях молекулярно-генетических 
систем. Наиболее известны такие базы данных, как KEGG 
(Kanehisa, Goto, 2000), GeneNet (Ananko, 2002), MetaCyc 
(Caspi et al., 2016), EcoCyc (Keseler et al., 2017), BioModels 
(Le Novere et al., 2006; Malik-Sheriff et al., 2019) и др.

В настоящей статье мы рассмотрели частный случай 
молекулярно-генетических систем – осциллирующие фер-
ментативные системы. Анализ литературы (Лихошвай и 
др., 2001; Novák, Tyson, 2008; Tyson, Novák, 2010; Wong, 
Huck, 2017) позволяет выделить следующие ключевые 
характеристики потенциально осциллирующих конту-
ров: 1) замкнутость контура (ориентированный путь из 
вершины А в нее же через N узлов, где N > 3); 2) ориен-
тированность контура в одном направлении, при этом 
последний узел имеет дугу регуляторного ингибиторного 
воздействия на первый узел в контуре (как, например, в 
контуре на рис. 4, а).

В качестве исходной информации для иллюстрации 
подхода использовался граф из 300 подсистем (рис. 3), 
представляющих модели метаболических реакций E. сoli, 
взятых из базы данных MAMMOTh.

Построение математической модели потенциально 
ос циллирующего контура можно осуществлять как в 
ин женерных средах моделирования общего назначения 
(Mat lab, Mathematica или Scilab), так и в специализиро-
ванных средах, предназначенных для моделирования 
молекулярно-генетических систем (Copasi, CellDesigner 
(Funahashi et al., 2003), VCELL (Schaff et al., 1997; Cowan 
et al., 2012) и др.). Преимущество последних – в готовой 
библиотеке инструментов реконструкции, проведения 
вычислительных экспериментов и анализа моделей.

В проанализированном графе было найдено шесть 
по тенциально осциллирующих контуров, и только для 
одного из них в процессе численного анализа реконструи-
рованной математической модели было показано осцил-
лирующее поведение (рис. 4). Математическая модель 
контура построена на основе реакций, относящихся к 
метаболическому пути биосинтеза триптофана:

CHOR + GLN → PYR + GLU + AN; AnthS, Trp, Mg,
AN + PRPP → NPRAN + PPI; AnthSII,
NPRAN → CPAD5P; Phosphoribosyl 
        anthranilate isomerase,  

     (9)

CPAD5P → IGP + CO2; Indoleglycerol phosphate synthase,
IGP + SER → T3P1 + TRP; TryptS.

Структурная модель
из выбранного источника

Набор 
потенциальных контуров

Осциллирующий контур, 
математическая модель, 

параметры

Визуализация графа 
и анализ

Построение и анализ 
математической модели 

каждого контура
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контуров графа

Приведение 
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Рис.  2.  Схема алгоритма поиска осциллирующих ферментативных 
систем.
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Рис. 3. Структурная модель (граф G), построенная по 300 подсистемам метаболических путей E. coli, взятых из базы данных MAMMOTh (Kazan-
tsev et al., 2018).
Здесь и на рис. 4: в голубых квадратах представлены вещества, участвующие в метаболических реакциях; зеленым шестиугольником обозначены ре-
акции; стрелками задаются отношения взаимодействующих веществ: зеленая стрелка задает субстрат реакции, черная – продукт реакции, красная – 
регуляторное влияние вещества на реакцию.

Рис. 4. Потенциально осциллирующий контур и его численный анализ. 
а – исследуемый контур, являющийся частью метаболического пути биосинтеза триптофана; б – график с результатами моделиро-
вания, зависимость концентрации указанных веществ от времени; в – фазовая траектория по результатам моделирования, по осям 
абсцисс и ординат указаны концентрации веществ anthranilate (AN) и L-tryptophan (TRP) соответственно.
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Здесь CHOR, GLN, PYR, GLU, AN, PRPP, NPRAN, 
PPI, CPAD5P, IGP, SER, T3P1, TRP – обозначения биохи-
мических веществ, вступающих в реакции. После точки 
с запятой указаны вещества, выступающие в роли регу-

ляторов протекания реакций. Полные названия веществ 
приведены в табл. 2.

Модель была построена в Copasi и состоит из пяти 
дифференциальных уравнений:

    

d ([IGP])
dt   =     + 

3.1 ∙ [″Indoleglycerol phosphate synthase″] ∙ [CPAD5P]
0.0012  

1 + [CPAD5P]
0.0012  + [IGP]

0.12  

             – 
1.4 ∙ [TryptS] ∙ [IGP]

0.05  ∙ [SER]
0.4  

1 + [IGP]
0.05  + [T3P1]

5  ∙ 1 + [SER]
0.4  + 

[TRP]
40      

 – (kD_IGP ∙ [IGP]),

    d ([TRP])
dt   =    – (kD_TRP ∙ [TRP]) + 

1.4 ∙ [TryptS] ∙ [IGP]
0.05  ∙ [SER]

0.4  

1 + [IGP]
0.05  + [T3P1]

5  ∙ 1 + [SER]
0.4  + 

[TRP]
40      

 ,

     d ([AN])
dt   =     + 

260 ∙ [AnthS] ∙ [CHOR]
1.5  ∙ [GLN]

0.2  

1 + [CHOR]
1.5  + [PYR]

150 + 
[TRP]

0.6  ∙ 1 + [GLN]
0.2  + 

[GLU]
20      

 ∙ 
1

1 + [TRP]
TRP_denominator  

TRP_ power ∙ 

[Mg]
1  

1 + [Mg]
1      

 

                           – 
AN_PRPP_kf ∙ [AnthSCII] ∙ [AN]

1.1  ∙ [PRPP]
2.9  

1 + [AN]
1.1  ∙ 1 + [PRPP]

2.9      
 – (kD_AN ∙ [AN]),

d ([NPRAN]∙)
dt   = + 

AN_PRPP_kf ∙ [AnthSCII] ∙ [AN]
1.1  ∙ [PRPP]

2.9  

1 + [AN]
1.1  ∙ 1 + [PRPP]

2.9      
 

             – 
AN_PRPP_kf ∙ [″Phosphoribosyl anthranilate isomerase″] ∙ [NPRAN]

0.007  

1 + [NPRAN]
0.007  + [CPAD5P]

0.7  
 – (kD_NPRAN ∙ [NPRAN]),

d ([CPAD5P])
dt   = + 

AN_PRPP_kf ∙ [″Phosphoribosyl anthranilate isomerase″] ∙ [NPRAN]
0.007  

1 + [NPRAN]
0.007  + [CPAD5P]

0.7  

             – 
3.1 ∙ [″Indoleglycerol phosphate synthase″] ∙ [CPAD5P]

0.0012  

1 + [CPAD5P]
0.0012  + [IGP]

0.12  
 – (kD_CPAD5P ∙ [CPAD5P]),

где kD_«название вещества» – константы деградации 
соответствующих веществ, параметры TRP_power и 
TRP_denominator варьировались в процессе поиска осцил-
лирующего поведения системы. Приведенные числовые 
параметры взяты из базы данных MAMMOTh.

Математическая модель только одного из шести найден-
ных контуров демонстрирует осциллирующее поведение. 
Такое малое количество связано с тем, что мы рассма-
тривали сеть, состоящую лишь из 300 ферментативных 
реакций, для которых имелись математические модели, 

адаптированные к экспериментальным данным. В свою 
очередь в настоящее время не так много математиче-
ских моделей, описывающих ферментативные реакции 
биологических систем. Представленные в базах тысячи 
существующих моделей нередко сгенерированы автома-
тически, как, например, в проекте Path2Models для базы 
данных biomodels.net. Все реже проводят эксперименталь-
ные измерения кинетических параметров биохимических 
реакций. Использование графов с большей размерностью 
(полногеномные модели) для исследования осциллирую-
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щего поведения позволит увеличить количество вариантов 
для проверки, однако это потребует дополнительного 
учета регуляторной компоненты генетического синтеза. 
Все это представляет дополнительные сложности в изу-
чении данной задачи. 

Заключение
В статье сделан обзор ряда биологических процессов, име-
ющих колебательную природу, а также математических 
моделей этих процессов. Отмечается, что важнейшим 
фактором возникновения циклического поведения явля-
ются обратные связи в системе. На основе анализа этих 
факторов представлен алгоритм нахождения циклических 
режимов функционирования молекулярно-биологических 
систем.
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Таблица 2. Список полных названий  
биохимических веществ, используемых в модели

Сокращение Полное название

CHOR Сhorismate

GLN L-glutamine

PYR Pyruvate

GLU L-glutamate

AN Anthranilate

AnthS Anthranilate synthase

TRP L-tryptophan

PRPP 5-Phospho-α-D-ribose 1-diphosphate

NPRAN N-(5-phosphoribosyl)-anthranilate

PPI Diphosphate

AnthSCII Anthranilate synthase component II

CPAD5P 1-(o-carboxyphenylamino)-1’-deoxyribulose- 
5’-phosphate

PRAI Phosphoribosyl anthranilate isomerase

IGP Indole-3-glycerol-phosphate

SER L-serine

T3P1 D-glyceraldehyde 3-phosphate

TryptS Tryptophan synthase
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